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Abstrat.
1
Main Theorem. Two parabols have four ommon points. There exists a irle tangent to
the sides of the obtained paraboli quadrilateral if and only if the diagonals of this quadrilateral
are orthogonal.
The proof of the Main Theorem is elementary and purely syntheti. It is based on the
following lemma.
Lemma 1. Assume that a parabola is tangent to a irle at points A and B. A point P of
the plane lyes on the parabola if and only if the distane from the point P to the line AB equals
to the length of the tangent from P to the irle.
Corollary 1. Eah paraboli quadrilateral as above is ane equivalent to a paraboli quadrilateral
whih is simultaneously insribed and irumsribed.
Corollary 2. A parabola and a irle have four ommon points A, B, C, D. Denote by L
the intersetion point of diagonals AC and BD of quadrilateral ABCD. Then the bissetor of
the angle CLD is parallel to the axis of the parabola.
Proposition 1. Two parabols have four ommon points lying on a irle. Then the intersetion
point of the axes of these parabols is the baryentre of the four points.
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ÏÀÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÍÎÎÓÎËÜÍÈÊÈ
Íèëîâ Ô¼äîð
ëèöåé "Âòîðàÿ øêîëà"
Â ýòîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî òåîðåì î êðèâîëèíåéíîì ïàðàáîëè÷åñêîì ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêå.
Îñíîâíàÿ Òåîðåìà. Äâå ïàðàáîëû ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûð¼õ òî÷êàõ. Â ïîëó÷åííûé
"ïàðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê"ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åãî äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ïî-âèäèìîìó, ýòîò êðàñèâûé àêò íåèçâåñòåí, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíåíèåì àâòîðîâ
ðàáîò [1, 2℄.
Ôîðìóëèðîâêè îñòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ïàðàáîëè÷åñêèì ÷åòûð¼õóãîëüíèêîì íàçîâ¼ì èãóðó, ÿâëÿþùóþñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ
÷àñòåé ïëîñêîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà ïàðàáîëîé, ïðè÷åì ýòè äâå ïàðàáîëû
ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûðåõ òî÷åê
Ñëåäñòâèå 1. Ëþáîé ïàðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ìîæíî ïåðåâåñòè àèííûì
ïðåîáðàçîâàíèåì âî âïèñàííî-îïèñàííûé ïàðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.
Èç ñëåäñòâèÿ 1 áóäåò âûâåäåí åùå îäèí ðåçóëüòàò, ñëåäñòâèå 4. Íî ñíà÷àëà ñîðìó-
ëèðóåì ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé àêò, êîòîðûé ïðèâîäèòñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñëåäñòâèÿ
4.
Ñëåäñòâèå 2. Ïàðàáîëà è îêðóæíîñòü ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûð¼õ òî÷êàõ A, B, C è
D. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ÷åðåç L. Òîãäà
áèññåêòðèñà óãëà CLD ïàðàëëåëüíà îñè ïàðàáîëû.
Cëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò âûâåäåíî èç ñëåäñòâèÿ 2.
Ñëåäñòâèå 3. Äâå ïàðàáîëû ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûðåõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îäíîé
îêðóæíîñòè. Òîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé ïàðàáîë ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òÿæåñòè
ýòèõ ÷åòûð¼õ òî÷åê.
Ïðÿìàÿ EF íàçûâàåòñÿ îñåâîé ïðÿìîé âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, åñëè îíà
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûð¼õóãîëüíèêà è ïåðåñåêàåò ïðÿìûå,
ñîäåðæàùèå ñòîðîíû AB è CD â òî÷êàõ E è F , äëÿ êîòîðûõ AE/EB = FD/CF . Îñåâàÿ
ïðÿìàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà çàâèñèò îò íóìåðàöèè âåðøèí.
àññìîòðèì àèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD
âî âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê A′B′C ′D′. Òîãäà îñåâàÿ ïðÿìàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD
ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåéä¼ò â áèññåêòðèñó óãëà C ′L′D′, ãäå L′  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé A′B′C ′D′.
Ñëåäñòâèå 4. Íà ïàðàáîëå ëåæàò ÷åòûðå òî÷êè A, B, C è D. Òîãäà îñü ïàðàáîëû
ïàðàëëåëüíà îñåâîé ïðÿìîé ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò âûâåäåíî èç ëåììû 1, ñîðìóëèðîâàííîé íèæå.
Óòâåðæäåíèå 1. ëàâíûå äèàãîíàëè îïèñàííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî øåñòèóãîëüíèêà ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèíàäëåæèò À.Â. Àêîïÿíó è À.À. Çàñëàâñêîìó. ß ïðèâîæó
äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ñëåäñòâèè 2 è ëåììå 1, ñîðìóëèðîâàííîé äàëåå.
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Òåîðåìà. Âíóòðè îêðóæíîñòè âçÿòà òî÷êà X. ×åðåç íå¼ ïðîâîäÿòñÿ N õîðä, äå-
ëÿùèå ïëîñêîñòü íà 2N ðàâíûõ óãëîâ. ×åðåç êîíöû êàæäîé õîðäû ïðîâîäèòñÿ ïàðàáîëà,
êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè â ýòèõ êîíöàõ. Òîãäà âåðøèíû ïàðàáîëè÷åñêîãî 2N-óãîëüíèêà,
ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ïàðàáîë, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "òîëüêî òîãäà"îñíîâíîé òåîðåìû
Ñîðìóëèðóåì ëåììó 1, íà êîòîðîé îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû.
Ëåììà 1. Äàíà ïàðàáîëà, êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è B. Ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà P ïëîñêîñòè ëåæèò íà ýòîé ïàðàáîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè äî ïðÿìîé AB ðàâíî äëèíå êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé èç òî÷êè P ê îêðóæíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðèâåä¼ì ïîçæå.
Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "òîëüêî òîãäà"îñíîâíîé òåîðåìû. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïàðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ñ îäíîé ïàðàáîëîé ÷åðåç K
è L, à ñ äðóãîé  ÷åðåç M è N . àññìîòðèì îäíó èç âåðøèí A ïàðàáîëè÷åñêîãî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà. Èç ÷àñòè "òîëüêî òîãäà"ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè A äî
ïðÿìûõ KL è MN ðàâíû äëèíå êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé èç A ê îêðóæíîñòè. Çíà÷èò,
âåðøèía A ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ KL èMN . Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ äðóãèõ âåðøèí.
Ïîñêîëüêó ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå áèññåêòðèñû óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðÿìûìè KL è MN ,
ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëÿìè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, òî äèàãîíàëÿìè ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíè-
êà ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "òîãäà"îñíîâíîé òåîðåìû.
Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòè 'òîãäà' îñíîâíîé òåîðåìû ïðèíàäëåæèò À.À. Çà-
ñëàâñêîìó.
Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè 'òîãäà' îñíîâíîé òåîðåìû. Ïóñòü ABCD  ïàðàáîëè÷åñêèé
÷åòûðåõóãîëüíèê ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîåêöèè òî÷êè L íà ïðÿìûå AB, BC, CD è DA
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæåì, ÷òî ýòà îêðóæíîñòü âïèñàíà â ïàðàáîëè÷åñêèé ÷å-
òûð¼õóãîëüíèê. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìàÿ l1, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
L, ÷òî ðàññòîÿíèå a îò ýòîé ïðÿìîé äî òî÷êè A ðàâíî äëèíå êàñàòåëüíîé ta èç òî÷êè A ê
îêðóæíîñòè.
(Ïîêàæåì, ïî÷åìó òàêàÿ ïðÿìàÿ ñóùåñòâóåò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð I ýòîé îêðóæ-
íîñòè ëåæèò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BD, ÷òî è òî÷êà A. Òîãäà
∠ILA îñòðûé. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïðÿìîé ïî ñîîáðàæåíèÿì íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò èç
AL2 > t2
a
. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íåðàâåíñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ ðàññìàòðè-
âàåìîé îêðóæíîñòè. Òî÷êà L ëåæèò âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó ∠ILA îñòðûé,
AL2 > AI2 − IL2 > AI2 − r2 = t2
a
.)
Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé ïðÿìîé äî êàæäîé èç òî÷åê B, C è D ÷åðåç b, c, d, à
äëèíû êàñàòåëüíûõ èç òî÷åê B, C è D ê îêðóæíîñòè ÷åðåç tb, tc è td.
Äîêàæåì, ÷òî tb = b.
Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ òî÷êè L íà ïðÿìóþ AB ÷åðåç H . Îáîçíà÷èì âòîðóþ òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé AB ÷åðåç X . Òîãäà
t2
a
AL2
+
t2
b
BL2
=
AH · AX
AH ·AB +
BX ·BH
BH · AB =
AX +XB
AB
= 1 =
3
= sin2∠(l1, AC) + cos
2
∠(l1, AC) =
a2
AL2
+
b2
BL2
.
Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó
(a) LH  âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ALB, îïóùåííàÿ íà ãèïîòåíóçó AB, à
çíà÷èò AL2 = AH ·AB è BL2 = BH · AB.
(b) AH · AX = t2
a
è BX · BH = t2
b
.
Ïîýòîìó a = ta âëå÷åò b = tb. Àíàëîãè÷íî, c = tc è d = td.
Ïîñêîëüêó äëÿ ïðÿìîé l1 âûïîëíåíî ta = a, tb = b, tc = c è td = d, òî òî ïðÿìàÿ l2,
ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî AC òîæå îáëàäàåò ýòèì æå ñâîéñòâîì. Ïîýòîìó èç ÷àñòè
"òîãäà"ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè A, B, C è D ëåæàò íà äâóõ ïàðàáîëàõ, êàñàþùèõñÿ
îêðóæíîñòè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1 è l2 ñ îêðóæíîñòüþ. Ïîýòîìó â ïàðàáîëè÷å-
ñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.
Ëåììà 2.
Äîêàæåì ëåììó, íà êîòîðîé îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "òîëüêî òîãäà"ëåììû 1.
Ëåììà 2. Ïî ïàðàáîëå äâèæåòñÿ òî÷êà P . Ïóñòü AB  õîðäà ïàðàáîëû, ïàðàëëåëü-
íàÿ å¼ äèðåêòðèñå.
(a) òî÷êà C ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, âîññòàíîâëåííûõ â òî÷êàõ A è B ê ïðÿ-
ìûì PA è PB, äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé AB.
Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ òî÷êè íà ïðÿìóþ ÷åðåç H, à ïðîåêöèè òî÷êè H íà ïðÿìûå
AP è BP ÷åðåç K è L. Òî÷êè A, B, K è L ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ω, ïîñêîëüêó
∠KLP = ∠KHP = ∠HAP . Îáîçíà÷èì ÷åðåç O öåíòð îêðóæíîñòè ω. Òîãäà
(b) îêðóæíîñòü ω íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè .
() îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ïàðàáîëû â òî÷êàõ A è B.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 (a) ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèÿ è ñîðìóëèðóåì èçâåñòíóþ
ëåììó.
Ïó÷êîì [A] ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A.
Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ ïó÷êàìè ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè äâîéíîå
îòíîøåíèå ëþáûõ ÷åòûð¼õ ïðÿìûõ èç îäíîãî ïó÷êà ðàâíî äâîéíîìó îòíîøåíèþ ÷åòûð¼õ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ èç äðóãîãî ïó÷êà.
Ëåììà Ñîëëåðòèíñêîãî. Äàíî ïðîåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïó÷êàìè ïðÿìûõ
[] è []. Òîãäà âñå òî÷êè P , ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ èç ïó÷êîâ
[A] è [B], ïðèíàäëåæàò êîíè÷åñêîìó ñå÷åíèþ (âîçìîæíî, âûðîæäåííîìó).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (a). àññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó C è ïà-
ðàëëåëüíóþ ïðÿìîé AB. Ïóñòü òî÷êà C ′ äâèæåòñÿ ïî ýòîé ïðÿìîé. Îáîçíà÷èì òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, âîññòàíîâëåííûõ â òî÷êàõ A è B ê ïðÿìûì C ′A è C ′B,
÷åðåç P ′. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâèå AC ′ → BC ′ ìåæäó ïðÿìûìè èç ïó÷êîâ [A] è [B]
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì. Ñîîòâåòñòâèå AC ′ → AP ′ ìåæäó ïðÿìûìè èç ïó÷êîâ [A] ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîåêòèâíûì, ïîñêîëüêó óãîë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðÿìûìè
ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, ñîîòâåòñòâèå BC ′ → BP ′ ìåæäó ïðÿìûìè èç ïó÷êîâ [B] ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîåêòèâíûì. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâèå AP ′ → BP ′ ìåæäó ïðÿìûìè èç ïó÷êîâ [A] è [B]
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì.
Ïîýòîìó èç ëåììû Ñîëëåðòèíñêîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè P ′ ëåæàò íà êîíèêå (âîçìîæíî,
âûðîæäåííîé). Ëåãêî óáåäèòñÿ â òîì, ÷òî êðèâàÿ γ, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà P ′, íå
ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé êîíèêîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïÿòü òî÷åê êðèâîé γ,
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íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòî òî÷êè A, B, äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó AB  êðèâîé γ (îäíà èç êîòîðûõ êîíå÷íà, à äðóãàÿ
áåñêîíå÷íî óäàëåíà) è ïðîèçâîëüíàÿ ïÿòàÿ òî÷êà êðèâîé γ.
Çàìåòèì, ÷òî êðèâîé γ ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíà áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà (ýòà òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïåðïåíäèêóëÿðîâ, âîññòàíîâëåííûõ â òî÷êàõ A è B ê îòðåçêó AB).
Êîíèêà, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíà áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà, ÿâëÿåòñÿ ïàðàáî-
ëîé. Çíà÷èò, γ ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé, îñü êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AB. Ïîñêîëüêó
ýòà ïàðàáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A, B è P è å¼ îñü ïàðàëëåëüíà îñè äàííîé ïàðàáîëû,
ýòà ïàðàáîëà ñîâïàäàåò ñ äàííîé. Ïîýòîìó òî÷êà C äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
AB.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (b). àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà P íàõîäèòñÿ â òîé æå
ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, ÷òî è âåðøèíà ïàðàáîëû (ëó÷àé, êîãäà òî÷êà P
íàõîäèòñÿ â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì AK è LB ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëèíèÿìè òðàïåöèé
AKHC è BLHC. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåñåêàþòñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà HC.
Çíà÷èò, ñåðåäèíà îòðåçêà HC ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O. Îáîçíà÷èì ïðîåöèþ òî÷êè C
íà ïðÿìóþ AB ÷åðåç S. Èç ëåììû 2 (a) ñëåäóåò, ÷òî äëèíà îòðåçêà CS íå çàâèñèò îò
ïîëîæåíèÿ òî÷êè P íà ïàðàáîëå.
Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó îòðåçêà AB ÷åðåç M . Òî÷êà O íàõîäèòñÿ íà ñåðåäèííîì ïåðïåí-
äèêóëÿðå ê îòðåçêó AB, ïðè÷¼ì OM = 1/2CS. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå òî÷êè O íå
çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè P íà ïàðàáîëå.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (). àññìîòðèì òî÷êó P = A. Òîãäà ïðÿìàÿ AP áóäåò
êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå â òî÷êå A. Èç òîãî, ÷òî ïðÿìûå AO è AP ïåðïåíäèêóëÿðíû è òî÷êà
O ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó AB ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà O ñîâïàä¼ò ñ
öåíòðîì îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ïàðàáîëû â òî÷êàõ A è B.
Èç ëåììû 2 (b) è âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè P
íà ïàðàáîëå, òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ïàðàáîëû â òî÷êàõ A è
B. Çíà÷èò, îêðóæíîñòü ω ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ, êàñàþùåéñÿ ïàðàáîëû â òî÷êàõ A è
B.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.
Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "òîëüêî òîãäà"ëåììû 1. Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ òî÷êè íà ïðÿ-
ìóþ ÷åðåç H , à ïðîåêöèè òî÷êè H íà ïðÿìûå AP è BP ÷åðåç K è L. Ïîñêîëüêó òðå-
óãîëüíèêè HPB è HPL ïîäîáíû è îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ïàðàáîëû â òî÷êàõ A è B,
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè K è L (ýòî ñëåäóåò èç ïóíêòà () ëåììû 2), òî PH =
√
PL · PB.
Çíà÷èò, îòðåçîê PH ðàâåí äëèíå êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé èç òî÷êè P ê îêðóæíîñòè,
êàñàþùåéñÿ ïàðàáîëû â òî÷êàõ A è B.
Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "òîãäà"ëåììû 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü òî÷êà P íå
ëåæèò íà ïàðàáîëå, êàñàþùåéñÿ îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è B, íî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî
ïðÿìîé AB ðàâíî äëèíå êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé èç òî÷êè P ê îêðóæíîñòè. àññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà P íàõîäèòñÿ â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, ÷òî
è âåðøèíà ïàðàáîëû. Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ òî÷êè P íà ïðÿìóþ AB ÷åðåç H . Îáîçíà÷èì
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé PH ñ ïàðàáîëîé ÷åðåç P ′. Òî÷êè P è P ′ ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó
òî÷êà P íå ëåæèò íà ïàðàáîëå. Ïóñòü PX è P ′X ′  îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ èç
òî÷åê P è P ′ ê îêðóæíîñòè. Òîãäà PH = PX ïî óñëîâèþ. Èç ÷àñòè "òîëüêî òîãäà"ëåììû
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1 ñëåäóåò, ÷òî P ′H = P ′X ′. Îáîçíà÷èì öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè ÷åðåç I è r. Îáîçíà÷èì
ïðîåêöèþ òî÷êè I íà ïðÿìóþ PH ÷åðåç H ′. Òîãäà
PH2 − P ′H2 = PX2 − P ′X ′2 = (PI2 − r2)− (P ′I2 − r2) = PI2 − P ′I2 =
= PH ′2 − P ′H ′2 = (PH +HH ′)2 − (P ′H +HH ′)2 =
= PH2 − P ′H2 + 2HH ′ · (PH − P ′H).
Ñëåäîâàòåëüíî, 2HH ′ · (PH − P ′H) = 0. Íî PH 6= P ′H è HH ′ 6= 0, ïîñêîëüêó õîðäà
AB íå ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà P íàõîäèòñÿ â äðóãîé
ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1. Ñîðìóëèðóåì ñëåäóþùèé èçâåñòíûé àêò.
Òåîðåìà. Ïàðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îñè îáðàçóþùèõ åãî ïàðàáîë ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Àèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâåä¼ì îñè ïàðàáîë è äèàãîíàëè ïàðàáîëè÷åñêîãî ÷å-
òûð¼õóãîëüíèêà â äâå ïàðû ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Êàê èçâåñòíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì
àèííîì ïðåîáðàçîâàíèè îáðàç îñè ïàðàáîëû ïàðàëëåëåí îñè îáðàçà ïàðàáîëû. Çíà÷èò,
îñè îáðàçà ïàðàáîëè÷åñêîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ïîýòîìó èç âûøåïðè-
âåä¼ííîé òåîðåìû è îñíîâíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ïðè
òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåõîäèò âî âïèñàííî-îïèñàííûé.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà ALD ñ
ïðÿìûìè BC è AD ÷åðåçM è N . Òîãäà BM/MC = LB/LC = AL/LD = AN/ND. Çíà÷èò,
áèññåêòðèñû óãëîâ, îáðàçîâàííûõ äèàãîíàëÿìè âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ
îñåâûìè ïðÿìûìè ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ 4 (äîêàçàòåëüñòâî ñì.
íèæå) âûòåêàåò ñëåäñòâèå 2.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3. àññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò â êîòîðîé îäíà èç ïàðà-
áîë èìååò óðàâíåíèå y = kx2. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷åê A, B, C è D â ýòîé ñèñòåìå
÷åðåç (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) è (x4, y4). Òîãäà y1 = kx
2
1
, y2 = kx
2
2
, y3 = kx
2
3
, y4 = kx
2
4
.
Îáîçíà÷èì êîýèöèåíòû k ïðÿìûõ AB è CD ÷åðåç k1 è k2. Ïî ñëåäñòâèþ 2 k1 = −k2.
Ïîýòîìó
y2 − y1
x2 − x1
=
k(x1 + x2)
2
=
−(y3 − y4)
x3 − x4
=
−k(x3 + x4)
2
.
Çàìåòèì, ÷òî
k(x1 + x2)
2
è
−k(x3 + x4)
2
ÿâëÿþòñÿ àáöèññàìè ñåðåäèí îòðåçêîâ AB è CD â
çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îñü âûáðàííîé ïàðàáîëû ïðîõîäèò ÷åðåç
ñåðåäèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CD. Ïîýòîìó îíà ïðîõîäèò
÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî îñü
äðóãîé ïàðàáîëû. Çíà÷èò, îñè ïàðàáîë ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå òÿæåñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ABCD.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4. àññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñ âåð-
øèíàìè â òî÷êàõ A, B, C è D. Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1, ïåðåâåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèé ïà-
ðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê âî âïèñàííî-îïèñàííûé. Åãî îñåâàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà
îñè ïàðàáîëû, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì èñõîäíîé ïàðàáîëû. Ñëåäîâàòåëüíî, è îñåâàÿ ïðÿìàÿ
÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïàðàëëåëüíà îñè ïàðàáîëû.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ñ îäíîé ïà-
ðàáîëîé ÷åðåç A1 è A2, ñî âòîðîé  ÷åðåç B1 è B2, ñ òðåòüåé  ÷åðåç C1 è C2. Èç ëåììû 1
ñëåäóåò, ÷òî ãëàâíûå äèàãîíàëè ïîëíîãî îïèñàííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî øåñòèóãîëüíèêà ÿâ-
ëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè A1A2, B1B2 è C1C2. Çíà÷èò,
îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àêîïÿíà è Çàñëàâñêîãî. Äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ N = 3.
Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò âèäíî, ÷òî îáùèé ñëó÷àé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà.
Ëåììà. ×åðåç òî÷êó âíóòðè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå õîðäû. Òîãäà ïàðàáîëà, êà-
ñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè â êîíöàõ ïåðâîé õîðäû, è ïàðàáîëà, êàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòè â
êîíöàõ âòîðîé õîðäû, ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûð¼õ òî÷êàõ.
Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ãëàâíûå äèàãîíàëè øåñòèóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðè-
ñàìè óãëîâ, íà êîòîðûå õîðäû äåëÿò ïëîñêîñòü. Ïîýòîìó õîðäû è ãëàâíûå äèàãîíàëè äåëÿò
ïëîñêîñòü íà 12 ðàâíûõ óãëîâ. àññìîòðèì äâå ãëàâíûå äèàãîíàëè øåñòèóãîëüíèêà, êîí-
öû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îäíîé ïàðàáîëå. Òîãäà õîðäà, ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé ïàðàáîëå,
ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè äèàãîíàëÿìè. Èç ýòîãî è ñëåäñòâèÿ 2
ñëåäóåò, ÷òî êîíöû ýòèõ ãëàâíûõ äèàãîíàëåé, ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè øåñòèóãîëüíèêà,
ëåæàò íà îêðóæíîñòè. Ìû äîêàçàëè, ÷òî êîíöû ëþáûõ äâóõ ãëàâíûõ äèàãîíàëåé øåñòè-
óãîëüíèêà ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó âñå âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.
Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè áåñêîíå÷íî ìíîãî
òî÷åê ïàðàáîëè÷åñêîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ÷åòûð¼õ äàííûõ òî÷êàõ. Èç-
âåñòíî, ÷òî ÷åðåç ÷åòûðå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî äâå ïàðàáîëû. Ïðèâåä¼ì ïëàí
ýòîãî ïîñòðîåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A, B, C è D ÷åòûðå äàííûå òî÷êè. Ïîñòðîèì äâå
îñåâûå ïðÿìûå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. Îíè áóäóò ïàðàëëåëüíû îñÿì ïàðàáîë, îáðàçó-
þùèõ ïàðàáîëè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Îáîçíà÷èì ýòè ïàðàáîëû ÷åðåç p1 è p2. Ïðîâåä¼ì
îêðóæíîñòü ÷åðåç òî÷êè A, B è C. Èç ñëåäñòâèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ýòà îêðóæíîñòü è
ïàðàáîëà p1 (èëè p2) ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûð¼õ òî÷êàõ, òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ýòè òî÷-
êè, îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ îñåâûìè ïðÿìûìè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæíî ïîñòðîèòü ÷åòâ¼ðòóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïàðàáîëîé p1 (èëè p2).
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû ïÿòü òî÷åê ïàðàáîëû p1 (èëè p2). Çíà÷èò, ìîæíî ïîñòðîèòü
áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ïàðàáîëè÷åñêîìó ÷åòûð¼õóãîëüíèêó.
Áëàãîäàðíîñòü.
Àâòîð áëàãîäàðèò À.À. Çàñëàâñêîãî çà êîíñòðóêòèâíîå îáñóæäåíèå ðàáîòû è À.Á. Ñêî-
ïåíêîâà çà öåííûå çàìå÷àíèÿ ïðè ïîäãîòîâêå òåêñòà.
[1℄ À.Â. Àêîïÿí, À.À. Çàñëàâñêèé. åîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2007. English translation is in preparation.
[2℄ Ñ.Â. Ìàðêåëîâ. Ïàðàáîëà êàê îêðóæíîñòü. // Äåñÿòàÿ ëåòíÿÿ êîíåðåíöèÿ Òóð-
íèðà ãîðîäîâ. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 1999. Ñ. 36-42, 112-123.
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